
ïâ áóéíð�ï�éþåóëéè ïãåîëáèäìñ âéçòáííîùè ñúùëï÷á. á. ðÅÔÀÛËÏ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ A (jAj <1) | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÉÇÒÁÍÍÏÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈÂÕ-Ë×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ab 2 A�; a; b 2 A (ab 6= ba �ÒÉ a 6= b).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏ×ÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ � × ÓÌÏ×Å � É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��(�), ÇÄÅ � 2 A�; � 2 A�, �ÒÉÞÅÍ � | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A� ! N [ f0g, ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á � × ×ÉÄÅ � = �0��00 (�0 É �00 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍÉ). ðÒÉ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á �, ÍÅÎØÛÅÍ ÞÅÍ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á �, ÚÎÁÞÅÎÉÅ��(�) �ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍ 0.ó ÕÞÅÔÏÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ � 2 A�ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ (�(�))jAji;j=1 ÒÁÚÍÅÒÁjAj � jAj ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�aiaj (�) (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = fa1; a2; :::; ajAjg�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ É ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ jAj�jAj, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ. �.Ï., 8� 2 A� ÉÍÅÅÍ �(�) 2 �. �ÁËÖÅ, ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ �(�)ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �Ï ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕÓÌÏ×Õ �, Á ÞÅÒÅÚ � - �ÒÏÓÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ �, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÍÁÔÒÉ�Ù � ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �aiaj .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÇÒÁÍÍÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ L(�), �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ � 2 �, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ �, Ô.Å. L(�) = f� 2 A�j�(�) = �g.ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÍÁÔÒÉ�Å �(�) (ÉÌÉ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å � 2 �)ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G�(�) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ Õ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÉÇÒÁÍÍÁÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å. ËÒÁÔÎÏÓÔØ �ab(�)ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �ab(�) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ a! b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ËÒÁÔÎÏÓÔØ �

(�) ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �

(�) �ÅÔÅÌØ 
! 
.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÁÔÒÉ�ÅÊ ëÉÒÈÇÏÆÁ ML(�), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �ÏÍÁÔÒÉ�Å ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍjAj � jAj, Ô. Þ. ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔlij = � ��aiaj ; i 6= j;Paj 6=ai �aiaj ; i = j:363



ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 � ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ [1℄, ÔÏ×ÓÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ D(i;i), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ML(�) i-Ê ÓÔÒÏËÉ É i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i (ÉÒÁ×ÎÙ D).îÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÂÏÔÙ [2℄ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ �, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÊÌÅÒÏ× ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ G�, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ8i9j 6= i, Ô.Þ. �aiaj > 0 ÉÌÉ �ajai > 0. �ÏÇÄÁ:1: åÓÌÉ 9i0, Ô.Þ. Pai2A �aiai0 >Pai2A �ai0ai , ÔÏN� = Qai2A(Paj2A �aiaj � 1 + Æi0i)!Qai;aj2A �aiaj ! D(i0i0);ÇÄÅ Æi0i | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.2: åÓÌÉ 8i; j Pai2A �aiaj =Pai2A �ajai , ÔÏN� = 0� Xai;aj2A �aiaj1A Qai2A(Paj2A �aiaj � 1)!Qai;aj2A �aiaj ! D:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÎÁ ÂÉÇÒÁÍÍÁÈ ÓËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÑÚÙË�ÒÉ k 2 N : F� = 1[k=1L(k�)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �1 É �2 ÉÚ� ËÒÁÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 
 2R; 
 6= 0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ �1 = 
�2. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅËÒÁÔÎÙÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � ÚÁÄÁÅÔ ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆG�. �ÏÇÄÁ:1: åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� � = �1 + �2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �1É �2 ÚÁÄÁÀÔ ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÇÒÁÆÙ G�1 É G�2 , ÔÏ ÑÚÙË F� ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÅÎ.2: ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑÚÙË F� ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. íÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.364



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ �Ó ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÏÍ G�. �ÏÇÄÁ �ÒÉ k !1 ÍÏÝÎÏÓÔØ ÑÚÙËÁ L(k�)jL(k�)j �= 
2 � 
k1kn(n�1)=2 ;ÇÄÅ 
1 = 
1(�) > 1; 
2 = 
2(�) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÉÇÒÁÍÍ �, Á n = jAj | ÍÏÝ-ÎÏÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �k ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ jAj�jAj, ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ k > 0. �ÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ jAj = n > 1.þÅÒÅÚ Nkf ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁ-ÄÁÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ (ÎÅ�ÕÓÔÙÅ) ÑÚÙËÉ F�; Nki | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�; Nkreg | ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�;Nknreg | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k , ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�; Nk | ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ� 2 �k.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ó ÕÞÅÔÏÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1) 9k0, Ô.Þ. 8k > k0 1n(n�1) < NkiNkf < 1;2) limk!1 NkiNk = 0;3) limk!1 NkregNknreg = 0.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÚÁ Nkq ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉ-ÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÑÚÙËÉ F�, ÔÏ limk!1 NkqNk = 0.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïÒÅ ï. �ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1980.2. Hut
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