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Òåîðåìà 1. Ïóñòü p > 1 − íàòóðàëüíîå, à àâòîìàò V ′ = (B,Q′, ϕ′, q′0, Q
′
F )

ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé ÿçûê L. Òîãäà L ∈ Lp â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíî p-ðàñêðàøåííûé àâòîìàò V = (B,Q,ϕ, q0, QF ), òàê-
æå ïðåäñòàâëÿþùèé L. Ïðè÷åì ÷èñëî ñîñòîÿíèé íîâîãî àâòîìàòà ñðàâíèìî ñ

÷èñëîì ñîñòîÿíèé èñõîäíîãî, à èìåííî: |Q| 6 p(p−1)
2 · |Q′|+ p· |Q′F | .

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ∈ Reg îïðå-
äåëÿåò âñå òàêèå p, ÷òî L ∈ Lp.
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Áèãðàììíûå ÿçûêè

Ââåäåíèå. Åùå â íà÷àëå 20 âåêà âûäàþùèìñÿ ðóññêèì ó÷åíûì À. À.
Ìàðêîâûì áûë ñîçäàí àïïàðàò öåïåé, âïîñëåäñòâèè íàçâàííûõ öåïÿìè Ìàð-
êîâà, è îïðîáîâàí [1] íà âû÷èñëåíèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìåæäó ñîñåä-
íèìè áóêâàìè â ïîýìå À. Ñ. Ïóøêèíà ”Åâãåíèé Îíåãèí“. Â äàëüíåéøåì ýòîò
àïïàðàò ïîëó÷èë øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ [2]. Òåì íå ìåíåå, â äåòåðìèíèðîâàííîì
ñëó÷àå, çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, äëÿ ïîäñ÷å-
òà ÄÍÊ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [3]), áèãðàììû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìàëüíûõ
ÿçûêîâ ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿëèñü. Â äàííîé ñòàòüå àâòîð èçó÷àåò ÿçûêè,
ñîñòîÿùèå èç ñëîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè ÷àñòîòàìè ïàð ñîñåäíèõ áóêâ.

Îïðåäåëåíèå áèãðàììíûõ ÿçûêîâ. Ïóñòü A, |A| < ∞ � êîíå÷íûé
àëôàâèò, A∗ � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå) â äàííîì
àëôàâèòå.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèãðàììîé â àëôàâèòå A íàçûâàåòñÿ äâóõáóêâåííîå ñëîâî
ab ∈ A∗, a, b ∈ A (ïîðÿäîê âõîæäåíèÿ áóêâ â áèãðàììó èìååò çíà÷åíèå, ò.å.
áèãðàììà ab íå ðàâíà áèãðàììå ba ïðè a 6= b).
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Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θβ(η), ãäå β ∈ A∗, η ∈ A∗, ïðè÷åì β �
íåïóñòîå ñëîâî, îòîáðàæåíèå A∗ → N ∪ {0}, ñîïîñòàâëÿþùåå ñëîâó η ÷èñëî
ïîäñëîâ β â ñëîâå η, ò.å. êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ñëîâà η â âèäå η =
α′βα′′ (α′ è α′′ ìîãóò áûòü ïóñòûìè). Ïðè äëèíå ñëîâà η, ìåíüøåé äëèíû ñëîâà
β, çíà÷åíèå θβ(η) ïîëîæèì ðàâíûì 0. Ñàìî æå çíà÷åíèå θβ(η) ïðè äàííûõ β
è η íàçîâåì êðàòíîñòüþ β â ñëîâå η.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé, ïî êàæäîìó ñëîâó α ∈ A∗ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó áèãðàìì Θ(α) = (θaiaj (α))|A|i,j=1 ðàçìåðà |A|× |A|
ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå áóêâû àëôàâèòà A = {a1, a2, ..., a|A|} ïðîíóìåðîâàíû è
íóìåðàöèÿ çàôèêñèðîâàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà |A|× |A|, êàæ-
äûé ýëåìåíò êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ êàæäîãî α ∈ A∗ èìååì Θ(α) ∈ Ξ. Òàêæå, çäåñü è äàëåå ÷åðåç Θ(α)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó áèãðàìì, ïîñòðîåííóþ ïî êîíêðåòíîìó ñëîâó α, à
÷åðåç Θ � ïðîñòî íåêîòîðóþ ìàòðèöó èç Ξ, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
ìåñòå (i, j) ìàòðèöû Θ áóäåò ñòîÿòü çíà÷åíèå θaiaj (ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàò-
ðèöû èç Ξ ìû îïóñòèëè çàâèñèìîñòü îò α êàê äëÿ ñàìîé ìàòðèöû áèãðàìì,
òàê è äëÿ îòäåëüíûõ åå ýëåìåíòîâ).

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì áèãðàììíûì ÿçûêîì L(Θ), ïîðîæäåííûì ìàòðè-
öåé Θ ∈ Ξ, ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå ìàòðèöó áèãðàìì Θ,
ò.å. L(Θ) = {β ∈ A∗|Θ(β) = Θ}.
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ÷àñòîòíûì ÿçûêîì, çàäàííûì ìàòðèöåé áèãðàìì
Θ ∈ Ξ, ÿçûê FΘ =

⋃∞
k=1 L(kΘ), ò.å. ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ β,

÷òî íàáîð êðàòíîñòåé ýòèõ ñëîâ Θ(β) êðàòåí íàáîðó Θ, à èìåííî, FΘ = {β ∈
A∗|Θ(β) = kΘ, k ∈ N}, ãäå óìíîæåíèå k íà Θ ïîíèìàåòñÿ êàê óìíîæåíèå
ñêàëÿðà íà ìàòðèöó.

Ïîäðîáíî ÿçûêè L(Θ) è FΘ áûëè èçó÷åíû â [4]. Â äàííîé æå ðàáîòå èçó÷à-
þòñÿ ñâîéñòâà ÿçûêîâ, â êîòîðûõ çàäàþùàÿ èõ ìàòðèöà áèãðàìì ó÷èòûâàåò
òàê íàçûâàåìóþ ”çàêîëüöîâàííîñòü“.

Áèãðàììíûå ÿçûêè ñ çàêîëüöîâûâàíèåì

Îïðåäåëåíèå 5. Ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöåé êðàòíîñòåé áèãðàìì Θij ∈ Ξ áó-
äåì íàçûâàòü ìàòðèöó èç ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö áèãðàìì Ξ, èìåþùóþ åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò íà ìåñòå (i, j): θaiaj = 1, θakal = 0, (k, l) 6=
(i, j), 1 6 i, j, k, l 6 n.
Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì Ω(α) ìàòðèöåé êðàòíîñòåé áèãðàìì ñ çàêîëüöî-
âûâàíèåì äëÿ íåïóñòîãî ñëîâà α ∈ A∗ ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:
1) ïðè îäíîáóêâåííîì ñëîâå α = at, 1 6 t 6 n, Ω(α) = Θtt,
2) ïðè äëèíå ñëîâà α íå ìåíüøå 2, òî åñòü α = aiα1aj , 1 6 i, j 6 n, ãäå α1 ∈ A∗
(â òîì ÷èñëå α1 ìîæåò áûòü ïóñòûì), Ω(α) = Θ(α) + Θji.

Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû Ω(α) áóäåò ñòîÿòü
çíà÷åíèå ωaiaj (α).

Ñîäåðæàòåëüíî, ìàòðèöà áèãðàìì ñ çàêîëüöîâûâàíèåì � ýòî òà æå îáû÷-
íàÿ ìàòðèöà áèãðàìì çà èñêëþ÷åíèåì åäèíè÷íîé äîáàâêè â îäíîé ÿ÷åéêå,
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êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà áèãðàììó, ñâÿçûâàþùóþ ïîñëåäíþþ áóêâó ñëîâà ñ ïåð-
âîé (îòñþäà è íàçâàíèå � ”ñ çàêîëüöîâûâàíèåì“, ïîñêîëüêó ìû êàê áû ñ÷è-
òàåì áèãðàììû íå íà ëèíåéíîì ñëîâå, à íà ñëîâå, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî
îáúåäèíåíû â êîëüöî).

Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì áèãðàììíûì ÿçûêîì ñ çàêîëüöîâûâàíèåì K(Ω)
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå ìàòðèöó Ω êðàòíîñòåé áèãðàìì
ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, ò.å. K(Ω) = {β ∈ A∗|Ω(β) = Ω}.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà áèãðàììíûõ ÿçûêîâ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì,
êîòîðûå âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ áèãðàììíûõ
ÿçûêîâ.

Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå Ω(α) (èëè ïî ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå Ω ∈ Ξ) îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô GΩ(α) (ñîîòâåòñòâåííî, GΩ) íà ïëîñêîñòè. Âåðøèíàìè ó ýòîãî
ãðàôà áóäóò âñå áóêâû èç àëôàâèòà A, ïðè ýòîì ðåáðà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
áèãðàììàì ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, ò.å. êðàòíîñòü ωab(α) áóäåò ïîðîæäàòü
ωab(α) îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð a → b. Àíàëîãè÷íî, êðàòíîñòü ωcc(α) áóäåò
ïîðîæäàòü ωcc(α) ïåòåëü c→ c.

Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèÿ ýéëåðîâûõ öèêëîâ è íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îíûõ â îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ èç [5].

Òåîðåìà 1. Áèãðàììíûé ÿçûê ñ çàêîëüöîâûâàíèåì K(Ω) ñîñòîèò íå áîëåå
÷åì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû lΩ =

∑
ai,aj∈A ωaiaj . Ïðè ýòîì

ÿçûê K(Ω) íåïóñò, åñëè ïîñòðîåííûé ïî Ω îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýé-
ëåðîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà Ω ∈ Ξ ñ ýéëåðîâûì ãðàôîì GΩ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè ÿçûêîâ K(Ω) è
L(Θ), ãäå Ω = Θ.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû Ω ∈ Ξ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýé-
ëåðîâ. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñëîâ â ÿçûêàõ K(Ω) è L(Θ), ãäå Ω = Θ, îäèíàêîâî:
|K(Ω)| = |L(Θ)|.
Îïðåäåëåíèå 8. Íàçîâåì ÷àñòîòíûì áèãðàììíûì ÿçûêîì ñ çàêîëüöîâû-
âàíèåì, çàäàííûì ìàòðèöåé áèãðàìì Ω ∈ Ξ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, ÿçûê
EΩ =

⋃∞
k=1K(kΩ), ò.å. ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ β, ò.÷. ìàòðè-

öà áèãðàìì Ω(β) ñ çàêîëüöîâûâàíèåì ýòèõ ñëîâ êðàòíà íàáîðó Ω, à èìåííî
EΩ = {β ∈ A∗|Ω(β) = kΩ, k ∈ N}, ãäå óìíîæåíèå k íà Ω ïîíèìàåòñÿ êàê
óìíîæåíèå ñêàëÿðà íà ìàòðèöó.

Òåîðåìà 3. Åñëè çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì Ω ∈ Ξ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, òî:
1) åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî â ÷àñòîòíîì ÿçûêå
EΘ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñëîâ;
2) åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî â ÷àñòîòíîì
ÿçûêå EΘ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì íåò íè îäíîãî ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì äâå íåíóëåâûå ìàòðèöû Ω1 è Ω2 èç Ξ íåêîëëè-
íåàðíûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
c1, c2 ∈ R, (c1, c2) 6= (0, 0), äëÿ êîòîðûõ c1Ω1 + c2Ω2 = 0.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì Ω ñ çàêîëüöîâûâàíèåì òàêàÿ,
÷òî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýéëåðîâ. Òîãäà:
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1) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå Ω â ñóììó äâóõ íåíóëåâûõ íåêîëëèíå-
àðíûõ ìàòðèö Ω = Ω1 + Ω2 òàêîå, ÷òî îáà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôà GΩ1 è GΩ2

� ýéëåðîâû, òî ÷àñòîòíûé ÿçûê ñ çàêîëüöîâûâàíèåì EΩ íåðåãóëÿðåí;
2) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÿçûê EΩ ðåãóëÿðåí. Ïðè ýòîì äëÿ ∀k ∈ N ñóùåñòâóþò
ðîâíî l ñëîâ βk,i, i = 1..l, ò.÷. Ω(βk,i) = kΩ, à l � ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â
ìàòðèöå Ω.
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Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ïðîãðàìì ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ èçó÷åíèÿ ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, èñïîëüçó-
þùèõ âñå ñòàíäàðòíûå êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ, êðîìå àïïàðàòà ïðîöåäóð [1].

Ñàìè ïðîãðàììû, áóäó÷è çàïèñàíû â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî âõîäîì è âûõîäîì, âñå îñòàëü-
íûå âåðøèíû êîòîðîãî íàãðóæåíû îïåðàòîðàìè è ëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîãðàììû îáúåêòîì, íàçûâàåìûì åãî ñõåìîé, ñîõðà-
íÿåòñÿ å¼ ñòðóêòóðà, à îïåðàòîðû è ëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî îïåðàòîðíûìè ñèìâîëàìè è ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, ïðèíèìàþ-
ùèìè çíà÷åíèÿ 0 è 1. Ïîäõîäÿùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåõ è äðóãèõ âîçâðàùàåò
ñõåìó â ïðîãðàììó.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ñõåì ïðîãðàìì,
ïîñòðîåííûõ íàä áàçèñîì îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ è ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
Ñåìàíòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ñõåìû ñâÿçàíà ñ âûïîëíåíèåì å¼ íà ôóíêöèÿõ ðàç-
ìåòêè; òàêîé ôóíêöèåé êàæäîé îïåðàòîðíîé öåïî÷êå ïðèïèñûâàþòñÿ çíà÷å-
íèÿ íà íåé âñåõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîöåäóðîé âûïîëíåíèÿ ñõåìû íà


